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Актуальность темы диссертационного исследования. При изучении 

всевозможных специальных математических структур алгебраического, 

геометрического или даже внематематического происхождения можно 

встретить разного рода симметрии, играющие немаловажную роль в 

изучении этих структур. Все эти симметрии учитываются и описываются на 

языке автоморфизмов. По этой причине группа автоморфизмов конкретной 

математической структуры во многом определяет ситуацию в самой 

структуре. Также хорошо известно, что группы автоморфизмов 

используются для классификации и систематизации различных 

математических объектов. Поэтому исследование группы автоморфизмов 

алгебраических систем и геометрических многообразий является одним из 

важных и перспективных задач современной математики. Свободные 

алгебры обладают довольно богатой группой ручных автоморфизмов. 

Вопрос о существовании диких автоморфизмов является весьма сложным.    

 В 1942 году Х.В.Е. Юнг доказал, что автоморфизмы алгебры 

многочленов  yxk ,  от двух переменных над полем k  нулевой 

характеристики являются ручными. В 1953 году В. ван дер Калк обобщил 

этот результат для случая произвольной характеристики. А. Чернякевич  и Л. 

Макар-Лиманов доказали, что автоморфизмы свободных ассоциативных 

алгебр yxk ,  от двух переменных являются ручными. Более того, группы 

автоморфизмов алгебр  yxk ,  и yxk ,  изоморфны, т.е.  

 

  yxkAutyxkAut kk ,,  . 

 

В работе Д. Козыбаева, Л. Макар-Лиманова, У. Умирбаева доказано, что 

автоморфизмы двупорожденных свободных правосимметричных алгебр над 

произвольными полями также являются ручными. Аналогичный результат 

для свободных алгебр Пуассона над полем нулевой характеристики был 

получен в работе Л. Макар-Лиманова, У. Турусбековой, У. Умирбаева, а 

также было установлено, что группа автоморфизмов этой алгебры изоморфна 

группе автоморфизмов алгебры многочленов  yxk , . П. Кон доказал, что 

автоморфизмы свободных алгебр Ли конечного ранга являются ручными, 

аналог этого результата для свободных алгебр любого однородного 

шрайерового многообразия алгебр был получен Дж. Левином. Напомним, что 



шрайеровыми являются многообразия всех неассоциативных алгебр, 

коммутативных и антикоммутативных алгебр, алгебр Ли и супералгебр Ли.         

 И.П. Шестаков и У.У. Умирбаев доказали, что группы автоморфизмов 

алгебр многочленов от трех переменных над полем нулевой характеристики 

не могут быть порождены всеми элементарными автоморфизмами, т.е. 

существует дикие автоморфизмы. А также У.У. Умирбаев показал, что 

автоморфизм Аника     

 

    zzzyxzyzyxzzx ,,   

 

свободной ассоциативной алгебры zyxk ,,  над полем нулевой 

характеристики является диким.  

 В. ван дер Калк и М. Нагата доказали, что группа  yxkAutk ,  

представляется в виде амальгамированного свободного произведения  

 

  BAyxkAut Ck , , 

 

где A  – подгруппа аффинных автоморфизмов, B  – подгруппа треугольных 

автоморфизмов и BAC  . Аналогичные результаты имеют место для 

свободных ассоциативных алгебр, свободных алгебр Пуассона, свободных 

правосимметричных алгебр над полем нулевой характеристики. 

В настоящее время автоморфизмы свободных алгебр и групп активно 

исследуются многими известными математиками Болгарии, России, 

Франции, Германии, США и других стран. 

Обьектом исследования являются автоморфизмы и 

дифференцирования алгебр дифференциальных многочленов и свободных 

алгебр Новикова. 

 Целью работы является исследование автоморфизмов и 

дифференцирований алгебр дифференциальных многочленов и свободных 

алгебр Новикова. 

 Методы исследования. В работе используются взаимосвязанные 

методы исследования автоморфизмов и дифференцирований свободных 

алгебр, примененные для алгебр многочленов, свободных ассоциативных 

алгебр и свободных алгебр Пуассона. А также используются методы 

структурной и комбинаторной теории алгебр дифференциальных 

многочленов и свободных алгебр Новикова.  

 Основные результаты. Основные результаты диссертационного 

исследования заключаются в следующем:  

- доказано, что группа ручных автоморфизмов алгебры 

дифференциальных многочленов ранга два представляется в виде 

амальгамированного свободного произведения групп аффинных 

автоморфизмов и треугольных автоморфизмов; 



- доказано, что любой не аффинный ручной автоморфизм алгебры 

дифференциальных многочленов ранга два является элементарно 

сократимым; 

- построен пример дикого автоморфизма (аналог автоморфизма Аника) 

частных дифференциальных алгебр многочленов от двух переменных над 

полем нулевой характеристики; 

- построен пример нетриангулируемого локально-нильпотентного 

дифференцирования частных дифференциальных алгебр многочленов от 

двух переменных над полем нулевой характеристики; 

- описаны базисные элементы свободных алгебр Новикова в 

дифференциальных алгебрах; 

- доказано, что группа ручных автоморфизмов свободной алгебры 

Новикова ранга два представляется в виде амальгамированного свободного 

произведения групп линейных автоморфизмов и треугольных 

автоморфизмов; 

- построен пример дикого автоморфизма (аналог автоморфизма 

Нагаты) свободных алгебр Новикова от трех переменных над полем нулевой 

характеристики; 

- построен пример нетриангулируемого локально-нильпотентного 

дифференцирования свободных алгебр Новикова от трех переменных над 

полем нулевой характеристики; 

- доказано, что дифференциальная зависимость конечной системы 

элементов алгебры дифференциальных многочленов над конструктивным 

полем нулевой характеристики алгоритмически распознаваема; 

- доказано, что Новиков зависимость конечной системы элементов 

свободной алгебры Новикова над конструктивным полем нулевой 

характеристики алгоритмически распознаваема. 

Научная новизна. Все основные результаты работы являются новыми. 

 Теоретическая и практическая значимость. Работа носит 

теоретический характер. Использованные методы и полученные результаты 

могут быть применены для дальнейшего исследования алгебр 

дифференциальных многочленов и свободных алгебр Новикова. Кроме того, 

результаты могут быть использованы при чтении специальных курсов по 

теории свободных алгебр и их автоморфизмов. 

Апробация результатов. Основные результаты диссертации 

докладывались: 

 - на алгебраическом семинаре кафедры алгебры и геометрии механико-

математического факультета Евразийского национального университета им. 

Л.Н. Гумилева (Нур-Султан, 2016-2020); 

 - на семинаре механико-математического факультета Евразийского 

национального университета им. Л.Н. Гумилева (Нур-Султан, 2018-2020);  

 - на алгебраическом семинаре математического факультета 

Государственного университета Уейн (Детройт, США, 2016); 

 - на VI конгрессе математического общества тюркоязычных стран 

(Нур-Султан, 2017);  



 - на международной конференции по алгебре и математической логике 

«Мальцевские чтения» (Новосибирск, 2017); 

 - на международной алгебраической конференции посвящённой 110-

летию со дня рождения профессора А.Г. Куроша (Москва, 2018). 

 Публикации. Основные результаты по теме диссертации 

опубликованы в форме статей в отечественных и зарубежных журналах, а 

также в материалах конференций. 

 Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 

четырех разделов, заключения и списка использованных источников. Общий 

объем диссертации составляет 67 страниц. Список использованных 

источников, приведенный в конце работы, содержит 62 наименования.  

 Краткое содержание работы.  

В первом разделе приведены необходимые для дальнейшей работы 

сведения из теории алгебр дифференциальных многочленов и теории 

свободных алгебр Новикова. 

Второй раздел посвящен исследованию автоморфизмов и 

дифференцирований алгебры дифференциальных многочленов над полем 

нулевой характеристики. В подразделе 2.1 введены понятия старших 

однородных частей элементов и исследованы некоторые их свойства. В 

подразделе 2.2 описана группа ручных автоморфизмов алгебры 

дифференциальных многочленов ранга два.  

Теорема 2.1 Группа ручных автоморфизмов алгебры  yxkA ,  

является свободным произведением подгрупп аффинных автоморфизмов 

 AAf 2  и треугольных автоморфизмов  ATr2  с объединенной подгруппой 

   ATrAAfC 22  , т.е. 

 

     ATrAAfAT
C

22  . 

 

Основным результатом подраздела 2.3 является следующая теорема:  

Теорема 2.2 Любой не аффинный ручной автоморфизм алгебры 

 yxkA ,  является элементарно сократимым. 

В подразделе 2.4 построен пример дикого автоморфизма (аналог 

автоморфизма Аника) алгебры дифференциальных многочленов от двух 

переменных с коммутирующими дифференцированиями  m ,,1   в 

случае 2m  над полем нулевой характеристики. 

Лемма 2.8 Пусть 2 . Эндоморфизм   алгебры  yxkA ,  

заданный как 

 

    12 ,
  wyywxx  , 

 

где 21 
yxw  , является автоморфизмом. 

Теорема 2.3 Автоморфизм   алгебры  yxkA ,  является диким.  



В подразделе 2.5 построен пример нетриангулируемого 

дифференцирования алгебры дифференциальных многочленов от двух 

переменных с коммутирующими дифференцированиями  m ,,1   в 

случае 2m  над полем нулевой характеристики. 

Теорема 2.4 Пусть  yxkA ,  – алгебра дифференциальных 

многочленов от двух переменных yx,  с множеством коммутирующих 

дифференцирований  m ,,1   над полем k  нулевой характеристики, и 

пусть 2m . Тогда дифференцирование  

 

yx wwD  12
1

 ,  

 

где 21 
yxw  , алгебры  yxkA ,  не является триангулируемым. 

Третий раздел посвящен исследованию автоморфизмов и 

дифференцирований свободной алгебры Новикова над полем нулевой 

характеристики. В подразделе 3.1 описаны базисные элементы свободных 

алгебр Новикова в дифференциальных алгебрах.  

Пусть u  – моном алгебры дифференциальных многочленов  nxxk ,,1   

от переменных nxx ,,1   с коммутирующими дифференцированиями m ,,1   

над полем k  нулевой характеристики. Пусть также  udeg  – стандартная 

функция степени монома u  по переменным nxx ,,1  , а  ud  –  

дифференциальная степень монома u  по дифференцированиям m ,,1  . 

Предложение 3.1 Множество всех дифференциальных мономов Mu  

с условием     1ddeg  uu  представляет базис свободной алгебры Новикова 

nxxN ,,1  . 

В подразделе 3.2 описана группа ручных автоморфизмов свободной 

алгебры Новикова ранга два.  

Теорема 3.1 Пусть yxNA ,  – свободная алгебра Новикова от двух 

переменных yx,  над полем k  нулевой характеристики. Группа ручных 

автоморфизмов алгебры A  является свободным произведением подгрупп 

линейных автоморфизмов  AL2  и треугольных автоморфизмов  ATr2  с 

объединенной подгруппой    ATrALC 22  , т.е. 

 

     ATrALAT
C

22  . 

 

В подразделе 3.3 построен пример нетриангулируемого 

дифференцирования свободной алгебры Новикова ранга три. 

Теорема 3.2 Дифференцирование  

 

    yx wzwyD  001 2  , 

 



где  xzzxyyw   2
2

1
0 , свободной алгебры Новикова zyxN ,,  от 

трех переменных zyx ,,  над полем k  нулевой характеристики не является 

триангулируемым. 

В подразделе 3.4 построен пример дикого автоморфизма (аналог 

автоморфизма Нагаты) свободной алгебры Новикова ранга три.    

Теорема 3.3 Автоморфизм  

 

  zwzywwzwyxD ,,2exp 00001   , 

 

где  xzzxyyw   2
2

1
0 , свободной алгебры Новикова zyxN ,,  от 

трех переменных zyx ,,  над полем k  нулевой характеристики  является 

диким. 

 Четвертый раздел посвящен исследованию дифференциальной 

алгебраической зависимости конечной системы элементов алгебры 

дифференциальных многочленов и Новиков зависимости конечной системы 

элементов свободной алгебры Новикова. В подразделе 4.1 определен аналог 

производных Фокса для алгебр дифференциальных многочленов. В 

подразделе 4.2 исследована дифференциальная алгебраическая зависимость 

конечной системы элементов алгебры дифференциальных многочленов.  

Теорема 4.1 Элементы mff ,,1   поля nxxxkB ,,, 21   являются 

дифференциально-алгебраически зависимыми тогда и только тогда, когда 

   mfdfd ,,1   зависимы слева над  B . 

Теорема 4.2 Пусть k  – конструктивное дифференциальное поле. 

Тогда дифференциальная алгебраическая зависимость конечной системы 

элементов свободного дифференциального поля рациональных функций 

nxxxk ,,, 21   является алгоритмически распознаваемой. 

В подразделе 4.3, используя представление свободных алгебр Новикова 

через дифференциальные многочлены, исследована Новиков зависимость 

конечной системы элементов свободной алгебры Новикова. 

Теорема 4.3 Пусть pfff ,,, 21   – элементы свободной алгебры 

Новикова nxxxN ,,, 21  . Элементы pfff ,,, 21   Новиков зависимы тогда и 

только тогда, когда они дифференциально-алгебраически зависимы. 

Следствие 4.2 Новиков зависимость конечной системы элементов 

свободной алгебры Новикова nxxxN ,,, 21   над конструктивным полем k  

является алгоритмически распознаваемой. 

Таким образом решены поставленные задачи для достижения цели 

диссертационного исследования. 


